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МОДИФІКОВАНІ КАЛОРІЧНІ РІВНЯННЯ СТАНУ НА ОСНОВІ ТЕРМІЧНОГО 

РІВНЯННЯ ТАММАННА 
 

В роботі представлено новий варіант калоричних рівнянь стану на остові термічного рівняння 

Тамманна. Виконано апробацію модифікованого рівняння при розрахунках тривимірної течії для різних 

робочих тіл. Порівняння отриманих результатів показало, що модифіковане рівняння Тамманна забезпечує 

кращу збіжність з експериментом і результатами отриманими за допомогою складних рівнянь стану при 

менших обчислювальних витратах. 
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Постановка проблеми 

У роботі пропонується варіант модифікованих 

калоричних рівнянь стану на остові термічного 

рівняння Тамманна (модифіковані рівняння 

Тамманна), в яких питомі теплоємності залежать від 

температури. Така модифікація дозволяє більш точно 

описувати термодинамічні властивості робочих тіл й 

забезпечувати заданий ізоентропійний перепад 

ентальпій. Обчислювальна газодинаміка продовжує 

набувати все більшого застосування в різних галузях 

науки й техніки, це розробка проточних частин 

енергетичних й технологічних установок різного 

призначення, авіація, транспорт, будівництво та інші 

[1, 2]. 

Аналіз останніх досліджень і 

публікацій  

Однією зі складових обчислювальної 

газодинаміки є методи опису термодинамічних 

властивостей робочих тіл [3]. Найбільш точно 

термодинамічні властивості описуються за 

допомогою складних рівнянь, таких як IAPWS–95 [4] 

(стан води й водяної пари), різні модифікації рівнянь 

Бенедикта–Вебба–Рубіна [5,6] та інших [7]. Ці 

рівняння зазвичай безпосередньо не 

використовуються у CFD кодах, оскільки у цьому разі 

астрономічний час обчислень збільшується майже на 

два порядки. Як правило застосовуються різного типу 

підходи інтерполяційного пошуку необхідних 

термодинамічних величин на основі заздалегідь 

розрахованим масивам даних [8, 9]. Ефективний 

метод інтерполяційно-аналітичної апроксимації 

складних рівнянь стану запропоновано авторами [10, 

11]. У тім ці підходи є набагато більш витратними (у 

декілька разів) у порівнянні з використанням 

«простих» рівнянь стану, таких як рівняння стану 

досконалого газу, Тамманна та інших [12, 13]. При 

цьому, у багатьох випадках використання «простих» 

рівнянь, насамперед рівняння Тамманна [14, 15], за 

умови правильного підбору констант до нього, є 

виправданим [16]. В роботі [10] наведено один з 

можливих варіантів визначення локальних констант 

рівняння Тамманна, який забезпечує відносно 

непогану відповідність термодинамічних величин 

реальним властивостям робочих тіл у конкретних 

режимних діапазонах. В розглянутому випадку 

питомі теплоємності приймаються як постійні 

величини, що завжди приводить до похибки значень 

ізоентропійного перепаду ентальпій у порівнянні з 

реальним процесом. Найбільші похибки 

спостерігаються для процесів з фазовими 

перетворенням й/або при суттєвій зміні режимного 

діапазону [10]. 

Формулювання мети статті та 

постановка завдань 

Ціллю роботи було розробка модифікованих 

калоричних рівнянь стану на остові термічного 

рівняння Тамманна (модифіковані рівняння 

Тамманна), в яких питомі теплоємності залежать від 

температури. 

Для досягнення мети було поставлено і вирішено 

такі задачі: 

– розробити новий варіант калоричних рівнянь 

стану на основі термічного рівняння стану Тамманна 

(модифіковане рівняння стану Тамманна); 
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– виконати апробацію модифікованого рівняння 

Тамманна при розрахунках 3D течії ЦНТ парової 

турбіни й ORC мікротурбін з робочими тілами 

HFE7100 й R227ea; 

– провести порівняння отриманих результатів з 

експериментом і результатами отриманими за 

допомогою більш складних рівнянь стану таких як 

IAPWS-95 й mBWR32. 

Опис методики (структури, 

послідовності) проведення дослідження 

Модифіковане рівняння стану Тамманна. 

Методика визначення локальних констант рівняння 

стану. 

Термічне рівняння стану Тамманна має вигляд: 

 

𝑃 + 𝑝0 = 𝑅𝜌𝑇.  (1) 

 

Калоричні функції (ентальпія, ентропія, 

внутрішня енергія та інші) знаходяться за допомогою 

інтегрування диференційних рівнянь термодинаміки 

[17, 18] з використанням термічного рівняння стану. 

Вид основних диференційних рівнянь термодинаміки 

наступний: 

 

(
𝜕𝑓

𝜕𝜌
)

𝑇
=

𝑃

𝜌2;  (2) 

𝑆 = − (
𝜕𝑓

𝜕𝑇
)

𝜌
;  (3) 

𝑢 = 𝑓 − 𝑇 (
𝜕𝑓

𝜕𝑇
)

𝜌
;  (4) 

ℎ = 𝑢 +
𝑝

𝜌
;  (5) 

𝑐̂𝑣 = (
𝜕𝑢

𝜕𝑇
)

𝜌
;  (6) 

𝑐̂𝑝 = (
𝜕𝑢

𝜕𝑇
)

𝑝
; (7) 

𝑎2 = (
𝜕𝑝

𝜕𝜌
)

𝑆
=

𝑇(
𝜕𝑓

𝜕𝑇
)

𝜌
−𝑐𝑣̂𝜌2(

𝜕𝑇

𝜕𝜌
)

𝑝

𝑐𝑣̂𝜌2(
𝜕𝑇

𝜕𝑝
)

𝜌

.  (8) 

 

Базовим у процесі визначення аналітичних 

залежностей калоричних функцій є рівняння (2). 

Співвідношення (2) допускає наявність у функції 

вільної енергії Гельмгольця довільного багаточлена 

від змінної T. Зазвичай з урахуванням (1) і (2) для 

рівняння Тамманна вид функції вільної енергії 

Гельмгольця приймається: 

 

𝑓 = 𝑅𝑇 ln 𝜌 − 𝑐𝑣𝑇 ln 𝑇 +
𝑝0

𝜌
.  (9) 

 

Після визначення аналітичної залежності для 

рівняння енергії Гельмгольця, всі інші залежності (3-

8) визначаються однозначно з точністю до константи: 

 

𝑆 = 𝑐𝑣 ln 𝑇 + 𝑐𝑣 − 𝑅 ln 𝜌 + 𝑆0;  (10) 

𝑢 = 𝑐𝑣𝑇 +
𝑝0

𝜌
+ 𝑢0;  (11) 

ℎ = 𝑐𝑝𝑇 + 𝑢0;  (12) 

𝑐̂𝑣 = 𝑐𝑣;  (13) 

𝑐̂𝑝 = 𝑐𝑝 = 𝑐𝑣 + 𝑅;  (14) 

𝑎2 =
𝑐𝑝

𝑐𝑣
𝑅𝑇.  (15) 

 

Як зазначалось раніше, константи для рівнянь 

(1), (10-15) необхідно визначати як локальні 

величини, що забезпечують найкраще наближення 

значень термодинамічних функцій до реальних 

властивостей робочого тіла у діапазоні режимів 

роботи, що розглядаються. З власного досвіду 

авторами встановлено, що найбільш ефективним є 

визначення констант по відомим термодинамічним 

величинам у двох точках які знаходяться на 

ізоентропі й відповідають граничним умовам початку 

і кінця робочого процесу. 

За таких умов, для визначення основних 

констант 𝑅, 𝑐𝑣 й 𝑝0  необхідно скористатись 

рівняннями (1) й (10). Оскільки функції ентропії, 

внутрішньої енергії й ентальпії є відносними і 

визначаються з точністю до констант, відповідні 

константи 𝑆0, 𝑢0 можна задавати довільними або у 

прив’язці до якоїсь точки. 

Такий підхід не забезпечує повну відповідність 

реальному тепловому перепаду (різниця 

ізоентропійних ентальпій) між початком та кінцем 

робочого процесу відповідно до рівняння (12). Для 

забезпечення цього у рівнянні (12) необхідна 

присутність ще щонайменше однієї змінної. Досягти 

цього видається можливим за рахунок додання у 

рівняння енергії Гельмгольця (9) члена (членів) що 

залежать від температури. 

Авторами було розглянуто багато варіантів 

додаткового члена у рівнянні енергії Гельмгольця, у 

тому числі в загальному вигляді: 

 

𝑓 = 𝑅𝑇 ln 𝜌 − 𝑐𝑣𝑇 ln 𝑇 +
𝑝0

𝜌
+ 𝑐𝑣

𝑡𝑇𝑥.  (16) 

 

Нажаль рівняння у вигляді (16) і багато інших 

варіантів не дали бажаного результату. Для 

конкретних прикладів реальних газодинамічних 

робочих процесів, розрахована констант 𝑐𝑣 суттєво 

відрізнялись від тих, що були при використанні 

рівняння (9), чого не повинно бути. Крім того, 

незважаючи на те, що тиск, густина, температура, 

ізоентропійний перепад ентальпій повністю 

відповідали граничним умовам, в середині робочого 

діапазону термодинамічні величини могли набувати 

нефізичних значень. Так, наприклад, коефіцієнти 

теплоємності в деяких випадках приймали негативні 

значення. 
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В решті решт було знайдено та прийнято 

наступну форму рівняння енергії Гельмгольця: 

 

𝑓 = 𝑅𝑇 ln 𝜌 − 𝑐𝑣𝑇 ln(𝑇 + 𝑐𝑣
𝑡𝑇2) +

𝑝0

𝜌
.  (17) 

 

Відповідно до рівняння (17) інші співвідношення 

приймають вигляд: 

 

𝑆 = 𝑐𝑣 ln(𝑇 + 𝑐𝑣
𝑡𝑇2) + 𝑐𝑣 − 𝑅 ln 𝜌 + 𝑐𝑣

𝑐𝑣
𝑡𝑇

1+𝑐𝑣
𝑡𝑇

+ 𝑆0;  (18) 

𝑢 = 𝑐𝑣𝑇 + 𝑐𝑣
𝑐𝑣

𝑡𝑇2

1+𝑐𝑣
𝑡𝑇

+
𝑝0

𝜌
+ 𝑢0;  (19) 

ℎ = (𝑐𝑣 + 𝑅)𝑇 + 𝑐𝑣
𝑐𝑣

𝑡𝑇2

1+𝑐𝑣
𝑡𝑇

+ 𝑢0;  (20) 

𝑐̂𝑣 = 𝑐𝑣 [1 + 𝑐𝑣
𝑡𝑇

2+𝑐𝑣
𝑡𝑇

(1+𝑐𝑣
𝑡𝑇)

2];  (21) 

𝑐̂𝑝 = 𝑐̂𝑣 + 𝑅; (22) 

𝑎2 =
𝑐𝑝̂

𝑐𝑣̂
𝑅𝑇 = 𝛾𝑅𝑇.  (23) 

Для визначення констант модифіковано рівняння 

Таммана необхідно (1), (18), (20) в різницевій формі: 

∆𝑃 = 𝑅∆[𝜌𝑇]  (24) 

∆ℎ = 𝑐𝑣∆[𝑇] + 𝑅∆[𝑇] + 𝑐𝑣𝑐𝑣
𝑡∆ [

𝑇2

1+𝑐𝑣
𝑡𝑇

]  (25) 

∆𝑆 = 𝑐𝑣∆[𝑙𝑛 𝑇] − 𝑅∆[𝑙𝑛 𝜌] + 𝑐𝑣∆[𝑙𝑛(1 + 𝑐𝑣
𝑡𝑇)] +

𝑐𝑣𝑐𝑣
𝑡∆ [

𝑇2

1+𝑐𝑣
𝑡𝑇

]  (26) 

де ∆⌊𝑋⌋ = 𝑋𝑖𝑛 − 𝑋𝑖𝑧𝑒𝑥 , 𝑋𝑖𝑛 – термодинамічна 

функція на початку процесу (на вході до проточної 

частини), до 𝑋𝑖𝑧𝑒𝑥  – ізоентропійна термодинамічна 

функція в кінці робочого процесу (на виході 

проточної частини). 

Таким чином, по заданим граничним умовам з 

використанням рівнянь (1), (24 - 26) визначаються 

константи 𝑅, 𝑐𝑣 , 𝑐𝑣
𝑡  й 𝑝0  які забезпечують необхідний 

ізоентропійний тепловий перепад та фізичні значення 

термодинамічних величин у всьому діапазоні режимів 

роботи. Необхідно відзначити, що для визначення 

констант 𝑐𝑣 , 𝑐𝑣
𝑡 , на відміну від 𝑅 й 𝑝0 , необхідно 

застосовувати ітераційний процес. 

Результати апробації та обговорення 

Апробація запропонованого підходу була 

виконана за тестами які вже використовувались 

авторами у роботі [10]. Всі отримані результати 

порівнювались з експериментальними даними, 

розрахунками з використанням інтерполяційно-

аналітичного методу апроксимації складних рівнянь 

стану [10, 11], а також звичайного рівняння 

Тамманна. Оскільки ці тести детально описані в 

роботі [10], в статті наведено тільки їх короткий опис 

та порівняння за деякими інтегральними 

характеристиками. 

Циліндр низького тиску парової турбіни 

потужністю 360 МВт 

Наведено результати розрахунків й 

співставлення з експериментальними даними 

проточної частини ЦНТ парової турбіни потужністю 

360 МВт, експериментальне дослідження якої 

наведено у роботі [19], зовнішній вигляд проточної 

частини представлено на рис. 1. 

 

 
Рис. 1. Вигляд проточної частини ЦНТ парової турбіни 360 МВт [10] 

Розрахунки проведено для трьох рівнянь стану: 

IAPWS95, Тамманна та модифікованого рівняння 

Тамманна. Константи рівняння Тамманна та 

модифікованого рівняння Тамманна визначені по 
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значенням повних параметрів на вході й 

ізоентропійних параметрів на виході (таблиця 1). 

Наведені у таблиці 1 дані запозичені з роботи [10]. 

Значення цих констант, а також ізоентропійний 

перепад ентальпій між входом та виходом отриманий 

за допомогою цих рівнянь наведено у таблиці 2. В 

таблиці 2 отримані нові результати порівнюються з 

даними, наведеними у роботі [10]. 

Таблиця 1 

Граничні умови на вході/виході та ізоентропійні величини 

𝑃𝑖𝑛
∗ , кПа 𝑇𝑖𝑛

∗ , K 𝜌𝑖𝑛
∗ , кг/м3 𝑃𝑒𝑥 , кПа 𝑇𝑖𝑧𝑒𝑥, K 𝜌𝑖𝑧𝑒𝑥 , кг/м3 𝛥ℎ𝑖𝑧, кДж/кг 

519 539 2,1199 8,3 315,209 0,064845 699,2 

 

Таблиця 2 

Константи рівняння стану Тамманна та ізоентропійний перепад ентальпій 

Модель 𝑐𝑣, Дж/(кг·K) R, Дж/(кг·K) 𝑝0, кПа 𝑐𝑣
𝑡 , K-1 𝛥ℎ𝑖𝑧𝑇 , кДж/кг 

Тамманн 2955,2 455,1 1,002 - 763,845 

Тамманн New 1334,6 455,1 1,002 0,04326 699,2 

Видно, що константи R і p0, як і повинно бути, 

однакові для обох рівнянь. Константи 𝑐𝑣 суттєво 

вирізняються, але при цьому, значення 𝑐̂𝑣 знайдені за 

формулою (21) для температур 𝑇𝑖𝑛
∗  й 𝑇𝑖𝑧𝑒𝑥 , 

дорівнюють 2670,8 і 2666,8 відповідно, що набагато 

ближче до значення 𝑐̂𝑣 для звичайного рівняння 

Тамманна. Крім того, перепад ізоентропійних 

ентальпій для звичайного рівняння Тамманна на 

9,2 % більше реального (отриманого по рівнянню 

стану IAPWS95), у той час як для модифікованого 

рівняння, цей перепад дорівнює реальному. 

У таблиці 3 наведено співставлення результатів 

розрахунків з експериментальними даними. В 

таблиці 3 отримані нові результати порівнюються з 

даними, наведенними у роботі [10].  

Таблиця 3 

Співставлення експериментальних і розрахункових тиску, температури, ентальпії і витрати на виході зі 

ступенів 3, 4 і 5 

Параметри Експеримент Тамманн IAPWS95 Тамманн New 

Вхід 

P*, кПа 519 

T*, K 539 

H*, кДж/кг 2993,64 

Вихід з 3 ступеня 

P, кПа 79,9 78,85 79,92 79,04 

ΔP, %  1,3 -0,03 1,1 

T, K 371,2 429,4 366,71 410,04 

ΔT, %  -15,7 1,21 -9,5 

H, кДж/кг 2647 2647,2 2643,51 2641,9 

Δh, %  -0,01 0,13 0,19 

G, кг/с 107,9 103,8 107,63 105,2 

ΔG, %  3,8 0,03 2,5 

Вихід з 4 ступеня 

P, кПа 34,9 34,87 35,04 34,73 

ΔP, %  0,09 -0,4 0,49 

T, K 346,4 390,58 345,88 368,44 

ΔT, %  -12,75 0,15 -6,4 

H, кДж/кг 2531 2503,5 2525,14 2511,9 

Δh, %  1,09 0,23 0,75 

G, кг/с 100,9 97,6 101,11 98,02 

ΔG, %  3,27 -0,21 2,85 

Вихід з 5 ступеня 

P, кПа 8,3 

ΔP, %  0,0 0,0 0,0 

T, K 314,8 334,63 315,38 320,14 

ΔT, %  -6,3 -0,19 -1,7 

H, кДж/кг 2350 2326,9 2353,27 2339,8 

Δh, %  0,98 -0,14 0,43 

G, кг/с 96 91,39 95,81 93,82 

ΔG, %  4,81 0,2 2,27 
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Природньо, що найбільше співпадіння з 

експериментом мають результати отримані за 

допомогою рівняння стану IAPWS95. При цьому слід 

відзначити, що модифіковане рівняння стану 

Тамманна в цілому дає більш точні результати у 

порівнянні зі звичайним рівнянням Тамманна, а їх 

кількісні значення задовільно збігаються з 

експериментальними даними. 

Радіальна ORC турбіна з робочим 

тілом HFE7100 

Наведено результати дослідження мікротурбіни 

розробленої в Інституті проточних машин імені 

Р. Шевальського Польської академії наук у 

м. Гданськ (ІПМ ПАН). Ця турбіна є складовою 

частиною ORC енергоустановки з робочим тілом 

HFE7100. Детальний опис установки та результати 

експериментальних досліджень надані в роботах [20, 

21], меридіональний розріз проточної частини 

представлено на рис. 2.  

Чисельне дослідження турбіни й співставлення з 

результатами експерименту виконано для трьох 

режимів роботи, граничні умови для котрих (повні 

температура й тиск на вході, а також статичний тиск 

на виході ) й частоти обертання наведені у таблиці 4. 

В таблиці 4 отримані нові результати порівнюються з 

даними, наведеними у роботі [10]. Розрахунки 

проведено для трьох рівнянь стану: mBWR32, 

Тамманна та модифікованого рівняння Тамманна. 

Константи рівняння Тамманна та модифікованого 

рівняння Тамманна визначені по значенням повних 

параметрів на вході й ізоентропійних параметрів на 

виході (таблиця 4). Значення цих констант, а також 

ізоентропійний перепад ентальпій між входом та 

виходом отриманий за допомогою рівнянь Тамманна 

та модифікованого рівняння Тамманна наведені у 

таблицях 5 і 6 відповідно. 

 

 
Рис. 2. Меридіональний переріз проточної частини  

мікротурбіни [10] 

 

 

Таблиця 4 

Режими роботи мікротурбіни ORC. Граничні умови на вході/виході та ізоентропійні величини 

№ Ω, об/хв 𝑃𝑖𝑛
∗ , кПа 𝑇𝑖𝑛

∗ , К 𝜌𝑖𝑛
∗ , кг/м3 𝑃𝑒𝑥 , кПа 𝑇𝑖𝑧𝑒𝑥, К 𝜌𝑖𝑧𝑒𝑥 , кг/м3 

𝛥ℎ𝑖𝑧, 

кДж/кг 

1 18120 760,2 427 75,069 203,2 403,32 16,558 15,156 

2 19620 786,8 416,1 85,728 192,7 390,06 16,335 15,276 

3 19000 750 413,7 80,840 175 387,41 14,827 15,880 

 

Таблиця 5 

Константи рівняння стану Тамманна та ізоентропійний перепад ентальпій 

№ γ R, Дж/(кг·К) 𝑝0, кПа 𝛥ℎ𝑖𝑧𝑇 , кДж/кг 
|𝛥ℎ𝑖𝑧𝑇 − 𝛥ℎ𝑖𝑧|

𝛥ℎ𝑖𝑧

100% 

1 1,038 21,96 -56,5988 14,285 5,7469 

2 1,038 20,31 -63,3498 14,091 7,75727 

3 1,039 20,77 -55,7636 14,620 7,93451 

Видно, що максимальна різниця ізоентропійного 

теплового перепаду отримана при розрахунку з 

допомогою рівняння Тамманна складає 8 % у 

порівнянні з реальним перепадом, отриманим у  

програмі REFPROP [22]. У той же час ізоентропійний 

тепловий перепад отриманий з використанням 

модифікованого рівняння Тамманна повністю 

співпадає з реальним. 
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Таблиця 6 

Константи модифікованого рівняння стану Тамманна та ізоентропійний перепад ентальпій 

№ γ R, Дж/(кг·К) 𝑝0, кПа 𝑐𝑣
𝑡 , K-1 𝛥ℎ𝑖𝑧𝑇 , кДж/кг 

1 1,071 21,96 -56,5988 0,05148 15,156 

2 1,072 20,31 -63,3498 0,05383 15,276 

3 1,071 20,77 -55,7636 0,05391 15,880 

У таблиці 7 подано співставлення розрахованих 

й експериментальних даних. В таблиці 7 отримані 

нові результати порівнюються з даними, наведеними 

у роботі [10]. В експерименті потужність та ККД 

вимірювались по значенням на клемах генератора. 

Потужність й ККД турбіни визначені з врахуванням 

ККД генератора, середнє значення якого складає 

85 %. 

З наведених результатів видно, що 

найближчими до експериментальних даних є 

значення отримані за допомогою рівняння mBWR32. 

Модифіковане рівняння Тамманна забезпечує більш 

точне співпадіння з експериментом у порівнянні зі 

звичайним рівнянням Тамманна, а отримані 

результати є цілком задовільними. 

 

Таблиця 7 

Порівняння експериментальних і розрахункових витрат мікротурбіни, потужності та ККД для заданих 

режимів роботи 

Режим роботи Рівняння/експеримент G, кг/с N, кВт , % 

1 

Експеримент 0,1796 1,8188 66,82 

Тамманн 
0,1955 

(+8,86%) 

1,9539  

(+7,43%) 

69,96  

(+3,14%) 

Тамманн New 
0,191 

(+6,32%) 

1,914 

(+5,24%) 

68,77 

(+1,95%) 

mBWR32 
0,1882 

(+4,81%) 

1,8604 

(+2,29%) 

65,21 

(-1,61%) 

2 

Експеримент 0,189 2,0824 72,05 

Тамманн 
0,2098 

(+10,88%) 

1,9461 

(-6,54%) 

65,84 

(-6,21%) 

Тамманн New 
0,2045 

(+8,19%) 

1,9956 

(-4,17%) 

66,65 

(-5,40%) 

mBWR32 
0,2014 

(+6,45%) 

2,0889 

(+0,32%) 

67,98 

(-4,07%) 

3 

Експеримент 0,185 1,9353 65,88 

Тамманн 
0,2031 

(+9,8%) 

2,0257 

(+4,67%) 

68,21 

(+2,34%) 

Тамманн New 
0,1987 

(+7,38%) 

2,004 

(+3,55%) 

67,49 

(+1,61%) 

mBWR32 
0,1913 

(+3,41%) 

1,9877 

(+2,71%) 

65,51 

(-0,36%) 

Осьова ORC турбіна с робочим тілом 

R227ea 

Наведено результати дослідження осьової 

мікротурбіни розробленої в ІПМ ПАН й призначеної 

для роботи в ORC установці на робочому тілі R227ea. 

Детальний опис цієї установки й експериментальних 

досліджень наведено в роботах [23, 24], зовнішній 

вигляд мікротурбіни представлено на рис. 3. 
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Рис. 3. Вигляд мікротурбіни ORC установки [10] 

 

Чисельне дослідження турбіни й співставлення з 

результатами експерименту виконано для чотирьох 

режимів роботи, умови проведення котрих наведені у 

таблиці 8. Розрахунки, як і у попередньому випадку, 

проведені для трьох рівнянь стану: Тамманна, 

модифікованого рівняння стану Тамманна й 

mBWR32. Константи для рівнянь Тамманна та 

модифікованого рівняння Тамманна розраховані по 

даним наведеним у таблиці 8 й подані в таблицях 9 і 

10 відповідно. В таблиці 8 отримані нові результати 

порівнюються з даними, наведеними у роботі [10]. 

Наведені у таблиці 9 дані запозичені з роботи [10]. 

 

Таблиця 8 

Режими роботи мікротурбіни ORC. Граничні умови на вході/виході та ізоентропійні величини 

№ Ω, об/хв 𝑃𝑖𝑛
∗ , кПа 𝑇𝑖𝑛

∗ , К 𝜌𝑖𝑛
∗ , кг/м3 𝑃𝑒𝑥 , кПа 𝑇𝑖𝑧𝑒𝑥, К 𝜌𝑖𝑧𝑒𝑥 , кг/м3 

𝛥ℎ𝑖𝑧, 

кДж/кг 

1 2847 820,8 322,4 64,957 320,8 299,292 24,127 12,28 

2 3264 953,8 326,8 77,065 332,8 300,101 25,038 13,68 

3 2895 831,8 321,4 66,576 315,8 297,449 23,918 12,56 

4 3128 916,8 326 73,422 342,8 301,175 25,747 12,82 

 

Таблиця 9 

Константи рівняння стану Тамманна та ізоентропійний перепад ентальпій 

№ γ R, Дж/(кг·К) 𝑃0, кПа 𝛥ℎ𝑖𝑧𝑇 , кДж/кг 
|𝛥ℎ𝑖𝑧𝑇 − 𝛥ℎ𝑖𝑧|

𝛥ℎ𝑖𝑧

100% 

1 1,07497 36,465 -57,6169 12,055 1,832248 

2 1,07571 35,1657 -68,6995 13,315 2,668129 

3 1,0755 36,151 -58,736 12,303 2,046178 

4 1,0755 35,497 -67,6815 12,531 2,25429 

 

Таблиця 10 

Константи модифікованого рівняння стану Тамманна та ізоентропійний перепад ентальпій 

№ γ R, Дж/(кг·К) 𝑃0, кПа 𝑐𝑣
𝑡 , K-1 𝛥ℎ𝑖𝑧𝑇 , кДж/кг 

1 1,14704 36,465 -57,6169 0,056448 12,28 

2 1,14775 35,1657 -68,6995 0,056737 13,68 

3 1,14729 36,151 -58,736 0,056518 12,56 

4 1,14706 35,497 -67,6815 0,056845 12,82 

Видно, що максимальна різниця ізоентропійного 

теплового перепаду отримана при розрахунку з 

допомогою рівняння Тамманна складає менше 3 % у 

порівнянні з реальним перепадом, отриманим за 

програмою REFPROP [22]. Для модифікованого 

рівняння Тамманна ізоентропійні теплові перепади 

співпадають з реальними. 



Комунальне господарство міст, 2025, том 1, випуск 189   ISSN 2522-1809 (Print); ISSN 2522-1817 (Online) 

28 

В таблиці 11 наведені співставлення 

розрахункових і експериментальних даних. В таблиці 

11 отримані нові результати порівнюються з даними, 

наведеними у роботі [10]. В експерименті потужність 

і ККД вимірювались за значеннями виміряними на 

клемах генератора. Потужність і ККД турбіни 

визначені з урахуванням ККД генератора, середнє 

значення якого дорівнює 91 %. 

З наведених результатів видно, що на відміну від 

попередніх прикладів, нема явної переваги 

результатів, отриманих з використанням рівняння 

стану mBWR32. У цілому спостерігається задовільна 

збіжність розрахункових і експериментальних даних 

за всіма рівняннями стану. 

Таблиця 11 

Порівняння експериментальних і розрахункових витрат мікротурбіни, потужності та ККД для заданих режимів 

роботи 

Режим роботи Рівняння/експеримент G, кг/с N, кВт , % 

1 

Експеримент 1,111 8,451 61,94 

Тамманн 
1,166  

(+4,99%) 

8,41 

(-0,49%) 

55,821 

(-6,12%) 

Тамманн New 
1,156  

(+4,02%) 

8,34 

(-1,35%) 

55,54 

(-6,4%) 

mBWR32 
1,142  

(+2,79%) 

8,264 

(-2,21%) 

55,059 

(-6,88%) 

2 

Експеримент 1,154 8,67 59,819 

Тамманн 
1,19 

(+3,14%) 

8,809  

(+1,60%) 

56,216  

(-3,60%) 

Тамманн New 
1,168 

(+1,88%) 

8,737  

(+0,77%) 

55,929 

(-3,89%) 

mBWR32 
1,161 

(+0,62%) 

8,637 

(-0,38%) 

55,432 

(-4,39%) 

3 

Експеримент 1,311 10,022 59,63 

Тамманн 
1,309 

(-0,16%) 

10,210 

(+1,87%) 

57,61 

(-2,02%) 

Тамманн New 
1,295 

(-1,19%) 

10,135 

(+1,13%) 

57,28 

(-2,35%) 

mBWR32 
1,275 

(-2,77%) 

10,034 

(+0,12%) 

56,912 

(-2,72%) 

4 

Експеримент 1,334 10,846 59,434 

Тамманн 
1,373 

(+2,95%) 

11,506  

(+6,08%) 

58,009 

(-1,43%) 

Тамманн New 
1,356 

(+1,66%) 

11,402 

(+5,13%) 

57,844 

(-1,59%) 

mBWR32 
1,330 

(-0,28%) 

11,348  

(+4,63%) 

57,637 

(-1,80%) 

На думку авторів, це пов’язано з відносно 

невеликими перепадами газодинамічних параметрів, 

у тому числі, ізоентропійних теплових перепадів у 

проточній частині, що розглядається. Так різниця 

ізоентропійних теплових перепадів між всіма 

варіантами рівнянь стану не перевищує 3 %. Таким 

чином, для малих ізоентропійних перепадів, навіть 

звичайне рівняння стану Тамманна задовільно 

описую термодинамічні властивості робочих тіл. 

Висновки й перспективи подальшого 

розвитку у даному напрямі 

Запропоновано новий варіант калоричних 

рівнянь стану на основі термічного рівняння стану 

Тамманна (модифіковане рівняння стану Тамманна). 

Модифіковане рівняння стану Тамманна, на відміну 

від оригінального рівняння, дає можливість знайти 

такі локальні константи, які забезпечують повну 

відповідність термодинамічних (температура, 

густина, тиск) й калоричних (ентальпія, ентропія, 

внутрішня енергія) величин значенням реального тіла 

на ізоентропі на початку і кінці газодинамічного 

процесу. Така відповідність результатів досягається 

завдяки введенню додаткового члена функції 

температури у рівняння енергії Гельмгольця. 

Виконано апробацію модифікованого рівняння 

Тамманна при розрахунках 3D течії ЦНТ парової 

турбіни й ORC мікротурбін з робочими тілами 

HFE7100 й R227ea. Порівняння отриманих 

результатів показало, що модифіковане рівняння 

Тамманна забезпечує набагато кращу збіжність з 

експериментом і результатами отриманими за 

допомогою більш складних рівнянь стану таких як 
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IAPWS-95 й mBWR32. При цьому обчислювальні 

витрати при розрахунках з модифікованим рівнянням 

Тамманна майже такі самі як і зі звичайним 

рівнянням Тамманна, але у декілька разів менші у 

порівнянні зі складними рівняннями стану IAPWS-95 

й mBWR32. 

Якщо ізоентропійний тепловий перепад у 

газодинамічному процесі, що моделюється відносно 

невеликий, розрахунки зі всіма розглянутими 

рівняннями стану забезпечують задовільні 

результати. 
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MODIFIED CALORIC EQUATIONS OF STATE BASED ON THE THERMAL TAMMANN EQUATION 

А.V. Rusanov, R.A. Rusanov, M.O. Chugay, S.P. Tretiak 

Anatolii Pidhornyi Institute of Power Machines and Systems of the National Academy of Sciences of Ukraine 

 

A new version of the caloric equations of state based on the thermal Tammann equation of state (modified Tammann 

equation of state), in which the specific heat capacities depend on temperature, has been developed. The modified 

equation of state was developed using the improved Helmholtz energy equation. The modified Tammann equation of 

state, unlike the original equation, makes it possible to find such local constants that ensure full compliance of 

thermodynamic (temperature, density, pressure) and caloric (enthalpy, entropy, internal energy) values with the values 

of a real media at isentropy at the beginning and end of a gas-dynamic process. This correspondence is achieved by 

introducing an additional term of the temperature function into the Helmholtz energy equation. 

The modified Tammann equation was tested in the calculation of the 3D flow of a low-pressure steam turbine and 

ORC microturbines with HFE7100 and R227ea low-boiling working medias. Comparison of the obtained results 

showed that the modified Tammann equation provides much better agreement with the Experimental and the results 

obtained using more complex equations of state such as IAPWS-95 and mBWR32. If the isentropic thermal drop in the 

gas-dynamic process will be relatively small, calculations with all the considered equations of state provide satisfactory 

results. This ensured that the difference in isentropic thermal drop between all variants of the equations of state did not 

exceed 3%. At the same time, the computational cost of calculations with the modified Tammann equation is almost the 

same as with the conventional Tammann equation, but several times less compared to the complex equations of state 

IAPWS-95 and mBWR32. The developed variant of the caloric equations of state based on the thermal equation of state 

of Tammann makes it possible to describe more accurately the thermodynamic properties of working medias and 

provide a given isentropic enthalpy drop. That’s why it is advisable to use such approach when developing or 

modernizing the turbine flow parts. 

Keywords: equation of state, steam turbine, numerical modeling, flows, thermodynamic properties of gas. 
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